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摘要：为了精确测量光学表面的表面斜率，从而实现光学表面面形的高精度测量，全面分析了五角棱镜扫描系统中的调

整误差及五角棱镜的制造角差对测量光束的指向精度和被测面表面斜率测量精度的影响。根据旋转变换矩阵和光线矢

量追迹理论，运用 ＭＡＴＬＡＢ编写了精确计算测量光束指向误差和测角仪测量值的程序，通过对各误差组合的计算结果

进行二维二次多项式拟合，推导出在一定角度范围内，用于计算指向误差和测角仪测量值的二阶近似公式。分析结果表

明，测角仪的俯仰角和五角棱镜的制造角差对沿扫描方向的指向误差和测角仪垂直方向的测量值的影响是常量，五角棱

镜在扫描过程中的偏摆角和滚动角与其成二次函数关系；五角棱镜的偏摆角和滚动角、测角仪的偏摆角与垂直扫描方向

的指向误差和测角仪水平方向的测量值均成线性关系。当导轨的滚动角为１０″、偏摆角为１０″，系统的各项调整误差为

±３″时，沿扫描方向的最大测角误差为０．００１０６６６″。
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ＭＡＴＬＡＢ

１　引　言

　　五角棱镜具有使主截面内的入射光线折转

９０°的光学特性，且五角棱镜的方向角误差只会对

偏折角造成二阶误差的误差衰减，因此，五角棱镜

通常作为重要附件广泛应用于精密测量领域［１９］。

利用五角棱镜配合高精度测角仪、精密导轨等设

备构成五角棱镜扫描系统，测角仪发出的准直光

束被五角棱镜偏折到被测光学表面，经被测表面

反射后返回到测角仪，测角仪的测量值为被测表

面在该位置的表面斜率，五角棱镜沿导轨扫描可

以得到一系列位置的表面斜率，通过积分得到该

扫描方向的表面轮廓，多次扫描后通过合成的方

法可以得到整个大口径光学表面的轮廓面形［３６］。

在利用五角棱镜进行扫描测量过程中，扫描

系统中所有元件（测角仪、五角棱镜、被测表面）的

调整误差、五角棱镜本身的制造角差、导轨制造误

差，都会使经五角棱镜偏折后的测量光线不再垂

直于入射光线，从而影响测量精度。只有经过误

差分析和优化调整后，才能使五角棱镜的误差不

敏感特性完全发挥作用，从而使五角棱镜沿导轨

扫描测量光学表面时，由导轨误差导致的沿扫描

方向的测角误差减到最小。本文根据旋转变换矩

阵和光线矢量追迹理论，全面分析了五角棱镜扫

描系统中的调整误差和五角棱镜制造角差对测量

光束的指向误差和测角仪测量值的影响。

２　测量光束指向误差和测角仪测量

值的精确计算

２．１　系统中各表面的实际法线矢量

在五角棱镜扫描系统中存在各种调整误差，

为了便于在同一空间坐标系下进行分析，需要采

用矢量分析方法。以沿导轨的扫描方向为犡 轴，

建立如图１所示的右手坐标系，角度逆时针旋转

为正。如果系统不存在任何调整误差和制造角

差，从测角仪发出的光束沿正犡 轴传播，经五角

棱镜折转９０°后成为测量光束，沿负犢 轴到达被

测面，经被测面反射后的测量光束沿原光路返回

测角仪。在正向光路中，按光线传播顺序，五角棱

镜的Ｉ面为入射面，Ⅱ、Ⅲ分别为反射面，Ⅳ为出

射面。

图１　五角棱镜扫描系统示意图
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　　当五角棱镜扫描系统不存在调整误差，五角

棱镜只存在４５°角差δ１、９０°角差δ２ 时，通过空间

坐标关系可以得到测角仪的出射光线矢量和系统

中各表面的法线矢量为：

测角仪的出射光线矢量为：犃１＝［１　０　０］
Ｔ，

正向光路中五角棱镜的４个表面法线矢

量［１２］（包含制造角差的影响）按列用矩阵形式表

示为：

犖１＝

１ 　ｃｏｓ（π／８） －ｓｉｎ（π／８＋δ１） 　ｓｉｎ（δ２）

０ －ｓｉｎ（π／８） 　ｃｏｓ（π／８＋δ１） －ｃｏｓ（δ２）
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，

被测面的法线矢量为：犖２＝［０　－１　０］
Ｔ，

逆向光路中五角棱镜各表面的法线矢量矩阵

为：

犖３＝

－ｓｉｎ（δ２） －ｓｉｎ（π／８＋δ１） 　ｃｏｓ（π／８） －１

　ｃｏｓ（δ２） 　ｃｏｓ（π／８＋δ１） －ｓｉｎ（π／８） ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，

当五角棱镜扫描系统存在调整误差时，实际

出射光线矢量和各表面实际法线矢量会发生改

变。将各元件的调整误差分解为绕犡 轴旋转的

滚动、绕犢 轴旋转的偏摆和绕犣 轴旋转的俯仰，

假设其旋转角分别为α、β、γ（下文以下角标ａｃ、

ｐｐ、ｓｔ分别表示测角仪、五角棱镜、被测面的旋转

角），则其相应的旋转变换矩阵为：

犚狓＝

１ ０ ０

０ ｃｏｓα －ｓｉｎα

０ ｓｉｎα 　ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅α

，

犚狔＝

　ｃｏｓβ ０ ｓｉｎβ

０ １ ０

－ｓｉｎβ ０ ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅β

，

犚狕＝

ｃｏｓγ －ｓｉｎγ ０

ｓｉｎγ 　ｃｏｓγ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

．

测角仪的实际出射光线矢量表示为：

犃１＝犚狓犚狔犚狕犃１， （１）

各表面的实际法线矢量表示为：

犖犻＝犚狓犚狔犚狕犖犻　（犻＝１，２，３）， （２）

五角棱镜扫描系统中，测量光线经过的全部

表面的实际法线矢量可以用一个矩阵表示为：

犖＝［犖１，犖２，犖３］． （３）

２．２　矢量光线追迹

反射定律的矢量表达式［１］为：

犃′＝犃－２（犃·犖）犖 ， （４）

折射定律的矢量表达式［１］为：

犃″－犃＝狆犖 ， （５）

其中：

狆＝ （狀′）２－狀２＋（犖·犃）槡
２－（犖·犃）， （６）

根据各表面的实际法线矢量和折、反射定律

的矢量表达式，用 ＭＡＴＬＡＢ编写通用的五角棱

镜扫描系统的光线矢量追迹函数：［ｎｏｒｍＶｅｃｔｏｒ，

ｒａｙＶｅｃｔｏｒ］＝ＲａｙＴｒａｃｅ（ｐｒｉｓｍＦａｂ，ｐｒｉｓｍＲｏｔ，

ｓｕｒｆＴｅｓｔＲｏｔ，ａｃＲｏｔ，ｐＩｎｄｅｘ），输入参数为五角

棱镜的制造角差、五角棱镜的调整误差、被测面的

调整误差、测角仪的调整误差、玻璃折射率，返回

结果为各表面的实际法线矢量和经折射或反射后

的光线矢量。

光线追迹后，可以通过光线矢量计算出系统

测量光束的指向误差和测角仪测量值。测量光束

指向误差为测量光束的实际光线矢量犃５ 相对于

理想状态下的偏差，可以分解为沿扫描方向（犡

轴）的误差φ狓 和垂直扫描方向（犣轴）的误差φ狕，

在这里分别取沿正犡轴和正犣轴的偏角为正，则：

φ狓＝ａｒｃｔａｎ［犃５（１）／｜犃５（２）｜］， （７）

φ狕＝ａｒｃｔａｎ［犃５（３）／｜犃５（２）｜］， （８）

其中，犃５（１）为光线矢量犃５ 的犡 轴分量，依此类

推。

测角仪测量值为测角仪的出射光线与返回光

线的夹角，在测角仪坐标系统中，也分解为垂直方

向、水平方向两个测量值。当测角仪不存在滚动

角时，其垂直方向（犡 轴）和水平方向（犣轴）的测

量值为返回光线犃１０与出射光线犃１ 分别在犡犗犢

平面和犡犗犣平面内的夹角的１／２，用公式分别表

示为：

Ψ犡犗犢＝
ａｒｃｔａｎ［犃１０（３）／犃１０（１）］－ａｒｃｔａｎ［犃１（３）／犃１（１）］

２
，

（９）

Ψ犡犗犣＝
ａｒｃｔａｎ［犃１０（２）／犃１０（１）］－ａｒｃｔａｎ［犃１（２）／犃１（１）］

２
，

（１０）

当测角仪还存在滚动角αａｃ时，需要将上述计

算值在测角仪的实际坐标系统上进行分解合成，

经推导后可知：

垂直方向测量值为：

犞＝Ψ犡犗犣ｓｉｎ（αａｃ）＋Ψ犡犗犢ｃｏｓ（αａｃ）， （１１）

水平方向测量值为：

犎＝Ψ犡犗犣ｃｏｓ（αａｃ）－Ψ犡犗犢ｓｉｎ（αａｃ）， （１２）
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根据上述光线矢量追迹函数和各角度的计算

方法，用 ＭＡＴＬＡＢ编写五角棱镜扫描系统调整

误差及制造角差分析程序（如图２），可以精确计

算不同参数对测量光束指向误差和测角仪测量值

的影响。

图２　五角棱镜扫描系统调整误差及制造角差分析程序

Ｆｉｇ．２　Ａｎａｌｙｓｉｓｐｒｏｇｒａｍｆｏｒｐｅｎｔａｐｒｉｓｍｓｃａｎｎｉｇｓｙｓ

ｔｅｍｄｕｅｔｏａｌｉｇｎｍｅｎｔｅｒｒｏｒａｎｄｆａｂｒｉｃａｔｉｏｎａｎ

ｇｌｅｅｒｒｏｒ

３　二阶公式推导及结果分析

　　 上节所述的程序虽然可以精确计算系统中

各种误差对指向误差和测角仪测量值的影响，但

是各误差的影响程度和各误差同时作用时的相关

性都不明确，不便于后续分析。因此，有必要推导

出测量光束指向误差和测角仪测量值与各误差之

间的数学表达式。在下面分析中假设五角棱镜的

材料为Ｋ９玻璃，其折射率狀＝１．５１６３。

３．１　二阶近似公式的推导

由于三角函数的非线性特性，推导出测量光

束指向误差和测角仪测量值的精确表达式是很困

难的。但是，由于系统的调整误差和五角棱镜的

制造角差一般都不是很大（±１００″以内），因此，在

一定角度范围内，使用二阶近似公式可以获得较

高的精度。在推导二阶近似公式时，可以同时连

续改变系统调整误差或制造角差中的两个变量，

通过光线矢量追迹精确计算相应的角度值，再对

各计算结果进行二维二次多项式拟合，多项式的

拟合系数即为这两个角度变量对相应角度值的影

响系数。

图３　沿扫描方向的指向误差

Ｆｉｇ．３　Ｌｉｎｅｏｆｓｉｇｈｔｅｒｒｏｒｉｎｉｎｓｃａｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图４　垂直扫描方向的指向误差

Ｆｉｇ．４　Ｌｉｎｅｏｆｓｉｇｈｔｅｒｒｏｒｉｎｃｒｏｓｓｓｃａｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图５　测角仪的垂直方向测量值犞

Ｆｉｇ．５　Ｖｅｒｔｉｃａｌａｎｇｌｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｉｎａｕｔｏｃｏｌｌｉｍａｔｏｒ

以同时改变五角棱镜的滚动角αｐｐ和偏摆角

βｐｐ为例，假设αｐｐ和βｐｐ的变化范围均为－６０～

６０″，通过光线矢量追迹精确计算出沿扫描方向的

指向误差φ狓（如图３）、垂直扫描方向的指向误差

（如图４）、测角仪的垂直方向测量值犞（如图５）、

测角仪的水平方向测量值犎（如图６）。
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图６　测角仪的水平方向测量值犎

Ｆｉｇ．６　Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌａｎｇｌｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆａｕｔｏｃｏｌｌｉｍａｔｏｒ

　　为了确定各计算结果与五角棱镜的滚动角和

偏摆角之间的数学关系，将所有角度单位转化为

弧度后，分别将其最小二乘拟合到二维二次多项

式：狕＝犽１狓
２＋犽２狔

２＋犽３狓狔＋犽４狓＋犽５狔＋犽６，拟合

结果如表１，根据该表可以得到以下关系：

φ狓＝β
２
ｐｐ，φ狕＝βｐｐ－αｐｐ， （１３）

犞＝－α
２
ｐｐ，犎＝αｐｐ－βｐｐ． （１４）

由于整个五角棱镜扫描系统中的调整误差和

五角棱镜制造角差共计１０个变量，因此，共有犆２１０

表１　五角棱镜滚动角（变量狓）和偏摆角（变量狔）的多项式拟合系数

Ｔａｂ．１　Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｆｏｒｒｏｌｌａｎｇｌｅｓ（狓）ａｎｄｙａｗａｎｇｌｅｓ（狔）ｏｆｐｅｎｔａｐｒｉｓｍ

Ａｎｇｌｅｓ 犽１ 犽２ 犽３ 犽４ 犽５ 犽６

φ狓 　０．００００００ １．００００００ ０．００００００ 　０．００００００ 　０．００００００ ０．００００００

φ狕 　０．００００００ ０．００００００ ０．００００００ －１．００００００ 　１．００００００ ０．００００００

犞 －１．００００００ ０．００００００ ０．００００００ 　０．００００００ 　０．００００００ ０．００００００

犎 　０．００００００ ０．００００００ ０．００００００ 　１．００００００ －１．００００００ ０．００００００

种组合方式。将这４５种组合方式按上述方法分

别进行拟合，综合所有组合的拟合结果，可以得到

完整的指向误差和测角仪测量值的二阶近似公

式：

　　　　　φ狓≈β
２
ｐｐ－βａｃ（αｐｐ＋βｐｐ－αａｃ）＋γａｃ＋２狀δ１－（狀－１）δ２， （１５）

　　　　　φ狕≈－γａｃ（αｐｐ＋βｐｐ－αａｃ）－βｐｐ［２狀δ１－（狀－１）δ２］＋βｐｐ－αｐｐ－βａｃ， （１６）

　　　　　犞≈－α
２
ｐｐ＋αａｃ（αｐｐ－βｐｐ－αｓｔ）＋αｓｔ（αｐｐ＋βｐｐ）－γａｃ＋γｓｔ－２狀δ１＋（狀－１）δ２， （１７）

　　　　　犎≈γｓｔ（αｐｐ＋βｐｐ－αａｃ）＋（αａｃ－αｐｐ）［２狀δ１－（狀－１）δ２］＋αｐｐ－βｐｐ－αｓｔ＋βａｃ． （１８）

　　以上近似式的角度单位为弧度。当角度单位

为秒时，二次项前需乘以角度单位转换系数犽，犽

＝π／（１８０×３６００）＝４．８４８１３７×１０
－６。

由于系统中的元件绕３个旋转轴的旋转角不

具有累加性，因此，各元件的旋转角按不同顺序旋

转得到的结果会稍有不同，本文采用的旋转顺序

为：滚动—偏摆—俯仰。

当系统中所有元件的调整误差和五角棱镜制

造角差均在±６０″的范围内时，这４个近似式（式

１５～１８）相对于精确计算结果的准确度分别优于

０．０００２１６″、０．００００９８″、０．０００８１８″、０．０００６１″。

３．２　结果分析

式（１５）表示经五角棱镜偏折后的测量光束沿

扫描方向的指向误差，其在扫描过程中的变化量

会直接影响测量精度。测角仪的俯仰角γａｃ和五

角棱镜本身的制造角差δ１、δ２ 对其影响是常量，

可以通过调整被测面俯仰或数据处理来消除。五

角棱镜沿导轨扫描时，导轨误差引起的五角棱镜

的晃动量Δαｐｐ、Δβｐｐ只对其造成二阶影响，且沿扫

描方向的指向误差对棱镜偏摆角的敏感度为：

φ狓

βｐｐ
＝２βｐｐ－βａｃ，对棱镜滚动角的敏感度为：

φ狓

βｐｐ
＝

－βａｃ。

式（１６）表示经五角棱镜偏折后的测量光束在

垂直扫描方向的指向误差。扫描过程中，五角棱

镜的晃动量αｐｐ、βｐｐ对其成线性影响。

式（１７）表示携带有被测面的表面斜率信息的

返回光线与测角仪的出射光线在垂直方向的角度
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偏差。被测面俯仰角γｓｔ反映的是被测面在沿扫

描方向的局部表面斜率，该测量系统的主要目的

就是通过高精度测角仪在扫描过程中精确测量其

变化量，从而通过相关处理计算出被测面的轮廓

面形，公式中其它项均为误差项。一阶项中的

γａｃ、δ１、δ２ 在系统调整完毕后就为常量，从二阶项

可以看出：在扫描过程中，导轨误差引起的五角棱

镜的晃动量Δαｐｐ、Δβｐｐ会对测量结果造成二阶误

差，使导轨误差在测量结果中的影响得到了衰减，

该系统正是利用五角棱镜沿扫描方向的误差不敏

感特性来达到高精度测量扫描方向表面斜率的目

的。测量值对棱镜偏摆角的敏感度为：犞
βｐｐ

＝αｓｔ

－αａｃ，对棱镜滚动角的敏感度为：
犞

αｐｐ
＝－２αｐｐ＋

αａｃ＋αｓｔ。

式（１８）表示携带有被测面的表面斜率信息的

返回光线与测角仪的出射光线在水平方向的角度

偏差。被测面滚动角αｓｔ反映的是被测面在垂直

扫描方向的局部表面斜率，但是由于扫描过程中，

导轨误差引起的五角棱镜的晃动量Δαｐｐ、Δβｐｐ对

其成线性影响，因此，不能达到高精度测量垂直扫

描方向表面斜率的目的。

因此，在使用五角棱镜扫描系统测量前，需要

优化调整测角仪、五角棱镜、被测面相对于扫描轴

的偏差，使该系统沿导轨扫描时，将导轨误差对测

角结果的影响减到最小，从而准确测量出被测面

的局部表面斜率，并计算出被测面的轮廓面形。

根据以上分析可知，当导轨的精度为：滚动角

１０″、偏摆角１０″，系统的各项调整误差为±３＂时，

沿扫描方向最大测角误差为０．００１０６６６″，可以

满足高精度测量被测面表面斜率的要求。

４　结　论

　　本文通过光线矢量追迹，实现了五角棱镜扫

描系统中指向误差和测角仪测量值的精确计算，

并推导出系统中各项误差对指向误差和测角仪测

量值的二阶近似公式。通过二阶近似公式可以看

出：在五角棱镜扫描测量过程中，测角仪的俯仰角

和五角棱镜的制造角差对沿扫描方向指向误差和

测角仪垂直方向测量值的影响是常量，五角棱镜

的偏摆角和滚动角与其成二次函数关系；五角棱

镜的偏摆角和滚动角、测角仪的偏摆角与垂直扫

描方向指向误差和测角仪水平方向测量值成线性

关系。该系统只有经优化调整后，才能最大限度

地降低扫描测量过程中由导轨误差引起的五角棱

镜的晃动对测量精度的影响。
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●下期预告

机载ＧＰＳ测量定位技术研究

张　葆１，姚俊峰１
，２，高利民１，２

（１．中国科学院 长春光学精密机械与物理研究所，吉林 长春１３００３３；

２．中国科学院 研究生院，北京１０００３９）

为了得到侦察目标的大地坐标以及引导载机捕捉已知目标，提出了机载ＧＰＳ测量定位方法。应用

ＧＰＳ技术，获取载机及已知目标的位置坐标，利用齐次坐标转换方法解决了定位引导过程的坐标转换，

得到目标定位引导数据。通过实验对机载ＧＰＳ测量定位方法进行检验。处理数据结果显示：定位精度

达到３０ｍ，引导精度２°。用蒙特卡洛法对实验误差进行分析并得到精度误差范围，实验结果在期望误

差的范围内。实验表明机载ＧＰＳ测量定位技术具有一定的实用和推广价值。

３２５２第１２期 　　马冬梅，等：五角棱镜扫描系统中调整误差及制造角差的影响分析




